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 المحاضرة السادسة 

 
 محلولة أمثلة 

 عتماد على خواص النهايات والنهايات الشهيرةأوجد النهايات التالية بالإ(:-75مثال)

1) lim
𝑥→0

𝑡𝑔𝑥

𝑥
 

lim
𝑥→0

sin 𝑥
cos 𝑥

𝑥
= lim

𝑥→0

sin 𝑥

𝑥 cos 𝑥
= lim

𝑥→0
(

sin 𝑥

𝑥
∙

1

cos 𝑥
)

= (lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
) (lim

𝑥→0

1

cos 𝑥
) = 1 (lim

𝑥→0

1

cos 𝑥
) =

lim
𝑥→0

1

lim
𝑥→0

cos 𝑥

=
1

cos 0
=

1

1
= 1 

 

2) lim
𝑥→∞

(𝑥 − √𝑥2 − 4) 

lim
𝑥→∞

(𝑥 − √𝑥2 − 4)(𝑥 + √𝑥2 − 4)

(𝑥 + √𝑥2 − 4)
= lim

𝑥→∞

𝑥2 − (√𝑥2 − 4)
2

𝑥 + √𝑥2 − 4

= lim
𝑥→∞

𝑥2 − (𝑥2 − 4)

𝑥 + √𝑥2 − 4
= lim

𝑥→∞

4

𝑥 + √𝑥2 − 4
=

4

∞
= 0 

 

 حالات عدم التعيين : تذكر أن  -
∞

∞
;
0

0
; ∞ × 0; ∞ − ∞; 

التحليل الجبري والإختصار والضرب والقسمة أي من نستخدم يمكننا أن لإزالتها 

 .حسب طبيعة المسألة  ن كان ممكنا  إلجمع والطرح وا

 

   Lopital Rule (في حساب النهاياتقاعدة أوبيتال )لوبيتال .1
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,𝑓إذا كان لدينا  𝑔: A → R  تابعان حقيقيان وكان𝑎 = ±∞ , 𝑎 ∈ 𝑅  قيمة أو أي
limوكان لدينا أخرى 

𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

0

0
أو ∞

∞
 فإن: 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑥→𝑎

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
 

 يمكن استخدام القاعدة أكثر من مرة  -

 

 

 

 
 أوجد نهاية  (:-85مثال)

 lim
𝑥→0

𝑒𝑥−1

𝑥
 

 الحل:

lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1

𝑥
=

1 − 1

0
=

0

0
 عدم تعيين

 نستخدم قاعدة أوبيتال لإزالته:

lim
𝑥→0

(𝑒𝑥 − 1) ̀

(𝑥) ̀
= lim

𝑥→0

𝑒𝑥

1
=

𝑒0

1
=

1

1
= 1 

 

 
 محلولة  أمثلة

 :التالية أوجد النهايات  (: -95مثال)

1) lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
 

lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
=

0

0
  عدم تعيين

lim
𝑥→0

cos 𝑥

1
=

cos(0)

1
= 1 
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2) lim
𝑥→

𝜋
4

sin 2𝑥 − cos 2𝑥 − 1

sin 𝑥 − cos 𝑥
 

=
sin 2

𝜋
4

− cos 2
𝜋
4

− 1

sin
𝜋
4

− cos
𝜋
4

=
1 − 0 − 1

√2
2

−
√2
2

=
0

0
 

lim
𝑥→

𝜋
4

2 cos 2𝑥 − (−2 sin 2𝑥)

cos 𝑥 − (− sin 𝑥)
=

2 cos 2
𝜋
4

+ 2 sin 2
𝜋
4

cos
𝜋
4

+ sin
𝜋
4

=
2(0) + 2(1)

√2
2

+
√2
2

=
2

2
√2
2

=
2

√2
= √2 

 

3) lim
𝑥→16

√𝑥
4

− 2

√𝑥 − 4
 

=
2 − 2

4 − 4
=

0

0
 

lim
𝑥→16

(𝑥
1
4 − 2) ̀

(𝑥
1
2 − 4) ̀

= lim
𝑥→16

(
1
4

) (𝑥
1
4

−1)

1
2

𝑥
1
2−1

= lim
𝑥→16

1
4

(𝑥)−
3
4

1
2

(𝑥)−
1
2

=

1
4

(16)−
3
4

1
2

(16)−
1
2

=
2

4
(16)−

3
4+

1
2 =

1

2
((16)+

1
2)

−
1
2

=
1

2
(√16)

−
1
2 =

1

2 ∙ √4
=

1

4
 

 

4) lim
𝑥→2

(2 − 𝑥) sin (
𝜋
4

𝑥)

cos
𝜋
4

𝑥
=

0

0
 

lim
𝑥→2

(−1) sin (
𝜋
4

(2)) − (− cos
𝜋
4

𝑥) (2 − 2)

−
𝜋
4

sin
𝜋
4

𝑥
=

−1

−
𝜋
4

sin
𝜋
2

 

=
−1

−
𝜋
4

(1)
=

4

𝜋
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5) − lim
𝑥→∞

𝑥2

𝑒𝑥
=

∞

∞
 

 تعيين نزيله باستخدام أوبيتال.عدم 
lim

𝑥→∞

2𝑥

𝑒𝑥
=

∞

∞
 

 عدم تعيين ثانٍ نزيله باستخدام أوبيتال.
lim

𝑥→∞

2

𝑒𝑥
=

2

∞
= 0 

 

 

 Taylor and Mac Laurent Series دواللل لوران وماك تايلور منشور .2
 

صعب تحويل دالة يهو  (منشور تايلور أو مفكوك تايلور)متسلسلة تايلور إن الهدف من 
حدود وكلما زاد  6أو 5التعامل معها إلى كثير حدود غير منتهي يسهل التعامل معه )يتم أخذ 

 عدد الحدود كانت الدالة الناتجة أكثر تطابقاً مع الدالة الأصلية(.
 .cحول النقطة  𝑓(𝑥)دستور نشر تايلور 

∑ 𝑓(𝑛)

∞

𝑛=0

(𝑥 − 𝑐)𝑛

𝑛!
= 𝑓(𝑐) + 𝑓(𝑐)̀ (𝑥 − 𝑐) + ⋯ +

𝑓(𝑛)(𝑐)

𝑛!
(𝑥 − 𝑐)𝑛 + ⋯ 

𝑐إذا كانت  ملاحظة: =  و ماكأ) متسلسلة ماكلورينبسميت المتسلسلة السابقة  0
 .𝑓(𝑥)قتران للإ لوران(

𝐹(𝑥) = 𝑓(0) + 𝑓(1)(0)
𝑥

1!

̀
+ 𝑓(2)(0)

𝑥2

2!
+ 𝑓(3)(0)

𝑥3

3!
+ ⋯ + 𝑓(𝑛)(0)

x𝑛

𝑛!
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 محلولة  أمثلة
𝑓(𝑥)أوجد متسلسلة ماكلورين    (:-015مثال) = 𝑒−2𝑥 

𝑓(𝑥) = 𝑒−2𝑥  → 𝑓(0) = 1 

𝑓(𝑥)̀ = −2𝑒−2𝑥 → 𝑓(0)̀ = −2 

𝑓(2)(x) = 4𝑒−2𝑥 → 𝑓(2)(0) = 4 

𝑓(3)(𝑥) = −8𝑒−2𝑥 → 𝑓(3)(0) = −8 

𝑓(4)(𝑥) = 16𝑒−2𝑥 → 𝑓(4)(0) = 16 

∑ 𝑓(𝑛)

∞

𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛!
= 𝑓(0) + 𝑓(0)̀ 𝑥

1!
+ 𝑓(2)(0)

𝑥2

2!
+ ⋯ + 𝑓(𝑛)(0)

𝑥𝑛

𝑛!
+ ⋯ 

= 1 +
−2𝑥

1!
+

4𝑥2

2!
+

−8𝑥3

3!
+

16𝑥4

4!
+ ⋯ +

(−2)𝑛𝑥𝑛

𝑛!
+ ⋯ 

= ∑
(−2𝑥)𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

𝑓(𝑥) دالةلل تايلور منشورأوجد    (:-005مثال) = sin 𝑥  عند𝑐 =
𝜋

4
 

 الحل:

𝑓(𝑥) = sin 𝑥 → 𝑓 (
𝜋

4
) =

√2

2
 

𝑓(𝑥)̀ = + cos 𝑥 → 𝑓̀ (
𝜋

4
) =

√2

2
 

𝑓(2)(x) = − sin 𝑥 → 𝑓(2) (
𝜋

4
) = −

√2

2
 

𝑓(3)(𝑥) = − cos 𝑥 → 𝑓(3) (
𝜋

4
) = −

√2

2
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𝑓(4)(𝑥) = sin 𝑥 → 𝑓(4) (
𝜋

4
) =

√2

2
 

𝑓(5)(𝑥) = cos 𝑥 → 𝑓(5) (
𝜋

4
) =

√2

2
 

𝑓(6)(𝑥) = − sin 𝑥 → 𝑓(6) (
𝜋

4
) = −

√2

2
 

𝑓(7)(𝑥) = − cos 𝑥 → 𝑓(7) (
𝜋

4
) = −

√2

2
 

 

∑ 𝑓(𝑛)

∞

𝑛=0

(𝑥 − 𝑐)𝑛

𝑛!
= 𝑓(𝑐) + 𝑓(𝑐)̀ (𝑥 − 𝑐) + ⋯ +

𝑓(𝑛)(𝑐)

𝑛!
(𝑥 − 𝑐)𝑛 + ⋯ 

∑ 𝑓(𝑛)

∞

𝑛=0

(𝑥 − 𝑐)𝑛

𝑛!

=
√2

2
+

√2

2
(𝑥 −

𝜋

4
) −

√2

2 ∙ 2!
(𝑥 −

𝜋

4
)

2

−
√2

2 ∙ 3!
(𝑥 −

𝜋

4
)

3

+
√2

2 ∙ 4!
(𝑥 −

𝜋

4
)

4

+ ⋯ 

∑ 𝑓(𝑛)

∞

𝑛=0

(𝑥 − 𝑐)𝑛

𝑛!

=
√2

2
[1 + (𝑥 −

𝜋

4
) −

(𝑥 −
𝜋
4

)
2

2!
−

(𝑥 −
𝜋
4

)
3

3!
+

(𝑥 −
𝜋
4

)
4

4!

+ ⋯ ] 

=
√2

2
[∑(−1)

𝑛(𝑛−1)
2

∞

𝑛=1

(𝑥 −
𝜋
4

)
𝑛

𝑛!
] 
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 Binomial Seriesن الحدي ذات متسلسلة .1.1
𝟏)قتران تسمى متسلسلة ماكلورين للإ + 𝒙)𝒏 .متسلسلة ذات الحدين 

 محلولة  أمثلة

𝑓(𝑥) دالةلل ذات الحدينأوجد متسلسلة ماكلورين    (:-015مثال) = (1 + 𝑥)𝑘. 
 الحل:

𝑓(𝑥) = (1 + 𝑥)𝑘  → 𝑓(0) = 1 

𝑓̀(𝑥) = 𝑘(1 + 𝑥)𝑘−1  →  𝑓(0)̀ = 𝑘 

𝑓(2)(𝑥) = 𝑘(𝑘 − 1)(1 + 𝑥)𝑘−2  →  𝑓(2)(0) = 𝑘(𝑘 − 1) 

𝑓(3)(𝑥) = 𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(1 + 𝑥)𝑘−3 → 𝑓(3)(0) = 𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2) 

𝑓(4)(𝑥) = 𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(𝑘 − 3)(1 + 𝑥)𝑘−4  →  𝑓(4)(0)
= 𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(𝑘 − 3) 

 إذاً متسلسلة ذات الحدين هي:

𝑓(0) + 𝑓(0)̀ 𝑥 +
𝑓(0)𝑥2̈

2!
+

𝑓(0)𝑥3⃛

3!
+

𝑓(4)(0)𝑥4

4!
+ ⋯ +

𝑓(𝑥)(0)𝑥𝑛

𝑛!
+ ⋯ 

= 1 + 𝑘𝑥 +
𝑘(𝑘 − 1)𝑥2

2!
+

𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑥3

3!
+ ⋯

+
𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(𝑘 − 𝑛 + 1)𝑥𝑛

𝑛!
+ ⋯ 

 

𝑓(𝑥) دالةلل أوجد متسلسلة ذات الحدين   (:-015مثال) = √1 + 𝑥. 
 الحل:

𝑓(𝑥) = √1 + 𝑥 = (1 + 𝑥)
1
2 
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1 + 𝑘𝑥 +
𝑘(𝑘 − 1)𝑥2

2!
+

𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑥3

3!
+ ⋯

+
𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2) ∙∙∙ (𝑘 − (𝑛 − 1))𝑥𝑛

𝑛!
 

= 1 +
1

2
𝑥 −

𝑥2

22 ∙ 2!
+

(1)(3)𝑥3

23 ∙ 3!
−

(1)(3)(5)𝑥4

24 ∙ 4!
+ ⋯ 

 لأن:

= 1 +
1

2
𝑥 +

1
2

(
1
2

− 1) 𝑥2

2!
+

1
2

(
1
2

− 1) (
1
2

− 2) 𝑥3

3!
+ ⋯

+

1
2

(
1
2

− 1) (
1
2

− 2) ∙∙∙ [
1
2

− (𝑛 − 1)] 𝑥𝑛

𝑛!
 

= 1 +
𝑥

2
+ ∑(−1)𝑛+1

∞

𝑛=2

∙
(1)(3)(5) ∙∙∙ (2𝑛 − 3)𝑥𝑛

2𝑛 ∙ 𝑛!
 

=1 +
𝑥

2
+ ∑ (−1)𝑛+1∞

𝑛=2 ∙
(2𝑛−3)‼𝑥𝑛

2𝑛∙𝑛!
 

 

𝑓(𝑥) دالةلل متسلسلة ذات الحدينأوجد    (:-015مثال) =
1

√1−𝑥
. 

 الحل:

𝑓(𝑥) = (1 − 𝑥)−
1
2 

1 + 𝑘𝑥 +
𝑘(𝑘 − 1)𝑥2

2!
+

𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑥3

3!
+ ⋯ 

𝑓(𝑥) = (1 − 𝑥)𝑘 ⇒ 𝑓(0) = 1 

𝑓(𝑥)̀ = 𝑘(1 − 𝑥)𝑘−1 ⇒ 𝑓(0)̀ = −
1

2
(1)−

1
2−1 = −

1

2
(1)−

3
2 = −

1

2
 

𝑓(𝑥)̈ = 𝑘(𝑘 − 1)
(1 − 𝑥)𝑘−2

2!
⇒ 𝑓(0)̈ = −

1

2
(−

1

2
− 1) (1 − 𝑥)−

1
2−2

= −
1

2
(−

3

2
) (1)−

5
2 =

3

4
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𝑓(3) = 𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)
(1 − 𝑥)𝑘−3

3!
⇒ 𝑓(3)

= −
1

2
(−

1

2
− 1) (−

1

2
− 2)

(1)−
1
2

−3

3!
= −

1

2

(−
3
2

) (−
5
2

)

3!
 

𝑓(𝑥) = 1 −
1

2
∙

𝑥

1!
+ (−

1

2
) (−

3

2
)

𝑥2

2!
+ (−

1

2
) (−

3

2
) (−

5

2
)

𝑥3

3!
+

⋯ + (−1)𝑛 (1)(3)(5)…(2(𝑛+1)−3)𝑥𝑛

2𝑛∙𝑛!
= 

= 1 −
𝑥

2
+ ∑(−1)𝑛

∞

𝑛=2

∙
(2(𝑛 + 1) − 3)‼ 𝑥𝑛

2𝑛 ∙ 𝑛!
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
2019-2020                                                     11   

 

 سادسال الفصل

 (شتقاقالإالتفاضل )

Differentials(Calculus) 

 
 

 Differential Definition شتقاقتعريف الإ .1
وكان لها جوار  y =f(x)من مجموعة تعريف الدالة  xلتكن لدينا النقطة 

ذا إذا وفقط إ xشتقاق في النقطة قابلة للإ fمعرفة فيه عندئذٍ تكون الدالة  fبحيث 
 وجدت النهاية

𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

𝒇(𝒙+∆𝒙)−𝒇(𝒙)

∆𝒙
   

 
𝒅𝒇أو  f`(x)ونرمز لها بالرمز  xعند  fندعو النهاية هذه بمشتق الدالة 

𝒅𝒙
كما  

𝑥∆ يأ 2xلى إ 1xيمثل مقدار التغير من   𝑥∆ن إ = 𝑥2 − 𝑥1 
,𝑚0(𝑥0ي نقطة منه ف y= f(x)المستقيم المماس للمنحني ميل ن إ 𝒇(𝑥0)) 

 (1كمافي الشكل رقم )هذه النقطة بالمشتق الميل عند سمى ي
 

 
 

 تذكر أن :
D    =𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)ميل المستقيم 

𝑥−𝑥0
,𝑚(𝑥بحيث أن    𝑓(𝑥)) 
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 Derivatives of  Common Functionsمشتقات الدوال الشهيرة  .2

 

 ( 2لشهيرة معطاة كما في الجدول رقم )ا دوالإن مشتقات ال
 

 صيغ مشتقات الدوال المعروفة ( : 2جدول رقم )
                   Common Derivatives Formulas  

f`(x) /derivative of f f (x) 

𝑦` = 0 1) 𝑦 = 𝑎; عددثابت a  

𝑦` = 1 2) 𝑦 = 𝑥; هو متحول x  

𝑦` = 𝑛 (𝑥)𝑛−1 3) 𝑦 = 𝑥𝑛  n عددثابت ;
𝑦` = 𝑛 𝑢`(𝑥) 𝑢(𝑥)𝑛−1 4) 𝑦 = 𝑢𝑛(𝑥)  n عددثابت ;

𝑦` = 𝑢`(𝑥) cos 𝑢(𝑥) 5) 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝑢(𝑥); 𝑢(𝑥)تابع 

𝑦` = −𝑢`(𝑥) 𝑠𝑖𝑛 𝑢(𝑥) 6) 𝑦 = cos 𝑢(𝑥) 
𝑦` = 𝑢`(𝑥)𝑒𝑢(𝑥) 7) 𝑦 = 𝑒𝑢(𝑥) 

𝑦` =
𝑢`(𝑥)

𝑥
 8) 𝑦 = 𝑙𝑛 𝑢(𝑥) 

𝑦` = 𝑢`(𝑥)𝑣(𝑥) + 𝑣`(𝑥)𝑢(𝑥) 9) 𝑦 = 𝑢(𝑥). 𝑣(𝑥);  

𝑦` =
𝑢`(𝑥)𝑣(𝑥) + 𝑣`(𝑥)𝑢(𝑥)

𝑣2(𝑥)
 10) 𝑦 =

𝑢(𝑥)

𝑣(𝑥)
 



 
2019-2020                                                     12   

 

𝑦` =
𝑢`(𝑥)

2 √𝑢(𝑥)
 11) 𝑦 = √𝑢(𝑥) 

𝑦` =
𝑢`(𝑥)

𝑐𝑜𝑠 2𝑢(𝑥)
 12) 𝑦 = 𝑡𝑔 𝑢(𝑥) 

𝑦` =
−𝑢`(𝑥)

𝑠𝑖𝑛 2𝑢(𝑥)
 

13) 𝑦 = 𝑐𝑜𝑡𝑔 𝑢(𝑥) 

𝑦` =
1

1 + 𝑥 2
 

14) 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥) 

𝑦` =
−1

1 + 𝑥 2
 

15) 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑡𝑔(𝑥) 

𝑦` =
𝑎

𝑎2 + 𝑥2
 16) 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (

𝑥

𝑎
) 

𝑦` =
−𝑎

𝑎2 + 𝑥2
 17) 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑡𝑔 (

𝑥

𝑎
) 

𝑦` =
𝑢`(𝑥)

1 + 𝑢(𝑥)2
 

18) 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔(𝑢(𝑥)) 

𝑦` =
−𝑢`(𝑥)

1 + 𝑢(𝑥)2
 

19) 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑡𝑔(𝑢(𝑥)) 

𝑦` =
1

√1 − 𝑥2
 

20) 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐sin(𝑥) 

𝑦` =
−1

√1 − 𝑥2
 

21) 𝑦 =  𝑎𝑟𝑐 cos(𝑥)  
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𝑦` =
1

√𝑎2 − 𝑥2
 

22) 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐 sin ( 
𝑥

𝑎
) 

𝑦` =
−1

√𝑎2 − 𝑥2
 

23) 𝑦 =  𝑎𝑟𝑐 cos ( 
𝑥

𝑎
) 

𝑦` =
𝑢`(𝑥)

√1 − 𝑢(𝑥)2
 

24) 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑖𝑛 (𝑢(𝑥)) 

𝑦` =
−𝑢`(𝑥)

√1 − 𝑢(𝑥)2
 

25) 𝑦 =  𝑎𝑟𝑐 cos ( 𝑢(𝑥)) 

𝑦` = 𝑎𝑢(𝑥) ln 𝑎. 𝑢`(𝑥) ; a>0 26) 𝑦 = 𝑎𝑢(𝑥) 

 


